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大学が高校に求めるもの（物理編）

大阪大学大学院理学研究科
物理学専攻
浅野建一

自己紹介
大阪大学大学院理学研究科物理学専攻 准教授
専門は物性理論（物質の光学的性質の理論的研究）

経歴
東京都立町田高等学校 
→ 一浪して予備校通い 
→ 東京大学理科一類
→ 仏語に泣かされるも、なんとか希望の物理学科へ
→ 東京大学大学院理学系研究科物理学専攻
→ 博士号取得後５年ほどポスドク稼業
→ 現職



これまでの学部担当科目（赤字は現在担当中）
統計物理学 I（講義・演義）
　→ 熱力学の講義および演習（物理学科二年生二学期）
力学 I（講義・演義）
　→ 初等力学の講義および演習（物理学科二年生一学期）
力学 II（講義・演義）
　→ 解析力学の講義および演習
　　（カリキュラム再編により物理学科二年生一学期）
電磁気学 I
　→ Maxwell 方程式まで（工学部一年生二学期）
熱学・統計力学要論
　→ 熱力学の講義（基礎工学部二年生一学期）
物理学の考え方
　→ 文系学生のための教養科目（文系学科一年生一学期）

主たるアウトリーチ活動（赤字は現在担当中）

サイエンスカフェ「阪大大学院生による数学・物理の最前線への招待」
カフェマスター（2009 ～ 2010 年、計 8回実施）
　→ 数学専攻と物理学専攻の大学院生が、駅のガレージで、
　      一般の聴衆に自分の専門分野について解説・対話する試み。
　      大学院教育改革支援プログラムの予算で実施。

Saturday Afternoon Physics ー最先端の物理を高校生にー
実行委員委員長（2016 年～）
　→ 後で詳しく説明します。



私にとっての高校物理
数学と物理は好きだったが、高校の授業は退屈で苦痛。
とにかく公式の暗記に終始する内容にとことん嫌気がさす。
高校の授業では電磁気学も終わらない状況。
仕方がないので、山本義隆の物理入門を独習。
物理を嫌いにならずにすんだのは、この本のお陰だった。

しかし、受験に失敗…。

問題演習が圧倒的に足りていなかった。
基本的な問題を解くのに一々時間がかかっていた。
浪人中に通った塾で、高校物理の「面白い」授業が存在することを知る。
今思えば、当時の入試問題は難しすぎた気もする。

現在の理系阪大生が抱える問題点
平均的学力の低下
少子化により、入学時の学生レベルが低下するのは当然。
しかしこの問題は、低学年教育の工夫で、ある程度は対処可能なはず。
より大きな問題は多くの学生が「学び」を誤解していること
① 暗記頼み：知識が断片的。論理的考察力が欠如。
　 高校物理に比べ、学ぶ「量」が増えるため追いつかなくなる。
② 最後までやりきる力の低下：面倒なこと・時間がかかることを嫌う。
　 基礎的事項が身につかない。長時間頭を使えない。
③ チャレンジ精神の欠如：やらなくてもよいことを徹底的にしない。
　 未解決問題に将来取り組むための準備をしている自覚がない。
  入学後学力が伸びない → 向学心を喪失



文系相手の物理講義を担当して分かったこと
高校生が物理が嫌いになる２大理由
① 数学が苦手。文字式が出てきただけで頭が痛い。
② 公式の暗記に終始するのがつまらなかった。

① は中学から問題が始まっているが、②は高校物理が抱える問題

結果ではなく、基本原理から物理現象を解き明かす思考過程に
面白さを感じて、物理に対する興味を取り戻す学生が多い

理系の学生よりもはるかに意欲・向学心がある

高校時代に記憶中心の学習に順応できた理系学生が
大学入学後につまずいている可能性？

文系相手の物理講義
1. 単位の解析で知ったかぶり 1)1(
1.1 Newtonの運動方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 物理量の単位 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.3 振り子の等時性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2. 単位の解析で知ったかぶり 5)2(
2.1 波とは何か . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2 津波の速度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

3. 単位の解析で知ったかぶり 9)3(
3.1 地震波の速度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

4. 単位の解析で知ったかぶり 31)4(
4.1 先週の補足：アルキメデスの王冠の逸話 . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
4.2 音速 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

5. 単位の解析で知ったかぶり 71)5(
5.1 ブラックホールの物理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
5.2 水素原子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

6. 潮の満ち引き 21
6.1 万有引力の法則と重力加速度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
6.2 潮の満ち引きは何故一日二回起こるのか？ . . . . . . . . . . . . . . . 22

7. 月の裏側が見えないのは何故か？ 25
7.1 月の裏側が見えないのは何故か？ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
7.2 Roche限界 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

8. 空が青いのは何故か？ 29
8.1 光は波：Youngの実験 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
8.2 光の色 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
8.3 天之蒼蒼其正色邪其遠而無所至極邪 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

9. フライパンがなぜ青色に？ 33

9.1 鉄フライパンのお手入れ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
9.2 光の干渉効果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

10. 現代物理学前夜 37
10.1 エネルギー保存則 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
10.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
10.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

11. Einsteinの光量子仮説 41
11.1 Einsteinの光量子仮説 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
11.2 光量子仮説の実証 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
11.3 粒子と波の二重性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

12. 光子の運動量 45
12.1 運動量保存則 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
12.2 光の圧力 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
12.3 定在波 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

13. de Broglie波 49
13.1 de Broglie逆転の発想 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
13.2 電子版 Youngの実験 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
13.3 電子の定在波 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

14. 水素原子 53
14.1 水素原子を Newton力学で考える . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
14.2 Bohrの原子模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

15. エネルギーと質量の等価性 57
15.1 Einsteinの関係式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
15.2 関係式の導出 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
15.3 静止エネルギーと運動エネルギー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

計算は初等的な四則演算のみしか使わないが、
結果を数式を使って「導出」する
かなり本格的な理論物理学の講義

毎回小テストを行って、自分の頭で考えさせる



22 6. 潮の満ち引き

6.2 潮の満ち引きは何故一日二回起こるのか？

月地球

月地球

(a)

(b)

月地球

(c)

図 6.1 潮の満ち引きに
対する考え．

地球上で働く重力に関する問題として，潮の満ち引き
について考えよう．海面の高さは一定ではなく，一日の
間に規則的に高くなったり低くなったりしている．小学
校の授業で，潮の満ち引きが月の重力の影響で起こると
いうことを習った人もいるかもしれない．大昔，これに
ついて二つの意見があった．第一の意見は，海水が月に
引き寄せられて，月がある側の海面が上昇するというも
のである（図 6.2(a)）．第二の意見は，海水を置き去りに
して地球が月に引き寄せられて，月と反対側にある海面
が上昇するというものである（図 6.2(b)）．いずれの意
見でも満潮は一日に一回しか起きないことになる．しか
し，海釣りをやる人はご存知だろうが，満潮はほぼ一日
に二度（半日に一度）起こる．Newton 力学が確立する
まで，これは大きな謎だった．実際には，二つの意見で
考えられた効果を両方同時に考慮したのが正しい答えで
ある（図 6.2(c)）．
この問題は，Newtonの運動方程式に立ち戻って考える必要がある．忘れてしまった
かもしれないからもう一度書いておこう．

Newtonの運動方程式� �
質量 mの質点の運動を考えたとき，時刻 t における質点の速度を v(t)，質点に働
く力を F(t)とすると，以下の近似式が成り立つ．

m (v(t + Δt) − v(t)) ≈ F(t)Δt (6.4)

Δt を小さくすれば近似はいくらでも正確になる．
� �
地球の質量を M地，月の質量を MM，地球と月の距離を r，地球の半径を R地 とし，
宇宙空間に静止した観測者から地球の中心の速度 V地 を観測すると，わずかな時間間
隔を Δt として，Newtonの運動方程式,

M地
(
V地(t + Δt) − V地(t)

)
= G

M地M月
r2 Δt (6.5)

が成り立つ．ただし，時刻 t の瞬間に地球と月の中心を結ぶ直線の方向の運動だけを
考え，速度や力の正負を地球から月へ向かう向きを正の向きとして定めた．また，地
球や月の自転の影響を無視している．右辺は地球が月から受ける万有引力を表す．一
方，月に面した側の地表上で質量 mの物体の運動を考えると，宇宙空間に静止した観
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9. フライパンがなぜ青色に？

9.1 鉄フライパンのお手入れ
筆者は妻が東京勤務のため，平日は単身赴任生活を送っている．自炊をしているの

だが，最近手入れを怠っていたフライパンが頻繁に焦げ付き，赤錆が目立つように
なってきた．愛用しているのは表面加工のない鉄フライパンである．テフロン加工の
フライパンは，最初だけすべりがいいが，コーティング材が禿げてすぐに駄目になる
し，体に害がないのだとしても，心理的に禿げたコーティング材を食べるのは気分が
悪い．実は，よほどの安物でなければ，鉄フライパンは赤錆が出るまで傷んだ状態に
なってからでも再生できて，末長く使える．私がたまにやっているフライパンの再生
手順を紹介しよう．
焦げ付いた汚れと赤錆を落とすのが第一段階である．下宿が IHコンロなので私は

できないのだが，本当は事前にガスコンロ（強火）でフライパンを焼くとよい．汚れ
を炭化させて落としやすくするのである．金属製のヘラやマイナスドライバー等で目
立つ汚れを削り落としたら，100-200番くらいの紙やすり（コーナンで買える）でフラ
イパンの表面を磨く．汚れたフライパンの表面が全面鉄本来の銀色になるまでとにか
く磨く．最後にクレンザーで表面をピカピカに仕上げ，水で綺麗に洗う．

図 9.1 青いフライパン

ここから第二段階．磨いたフライパ
ンを強火で空焚きする．そうすると
不思議なことに，銀色だったフライパ
ンの表面が黄色がかった茶色になり，
そこから徐々に青色に変化する（図
9.1）*1．最終的にはフライパン表面全
体が美しく青光りした状態になる．こ
の状態になったら，一旦冷ました後で，
油をたっぷり引いて野菜くずを炒め
て，油慣らしをする．こうして仕上げたフライパンは少々のことでは錆びない．以下
では，フライパンを空焚きしてできた青色の起源について考えたい．

*1 IHコンロの場合，空焚きし過ぎるとコンロが壊れるから，過熱状態にならないように何回にも分け
て作業すること．

理科科目の履修率

物理は今も昔も低いまま

「これからの高校理科教育のあり方」
日本学術会議、2016 年



大切な科目だと思うか？

理学系の科目の低さ＝国民の意識

「これからの高校理科教育のあり方」
日本学術会議、2016 年

物理学科２年の力学講義を担当して分かること

① すべてが Newton 方程式から導かれるという思想自体を
　 分かっていない、あるいはそれを重要と考えていない。
　 公式や結果の暗記が大事だと思っている。
② 計算力が恐ろしく低い。１年かけた大学数学は身についていない。
　 高校数学も衰えている。この後この遅れを取り戻すことはできない。
     物理を語る言語が数学だという認識が欠如している。
③ 課題を最後までやり遂げる根気がない。
　 計算力がなくて簡単な問題に異常に時間がかるのが一因。
④ どこが理解できていて、どこが理解できていないか、
　 自分で判断できない（漫然と理解できているつもりになる）
     自分で習熟度がわからないので、達成感に対する喜びもない。

物理学科学生の４割弱の学生が以下の病にかかっている



高校物理に求める・初年度教育で目指すべきこと
① 暗記学習からの離脱
高校物理は微積分を使わないので、限界はあるが、
直観的な説明を組み合わせながら十分対応できる。
（準備は大変。浪人時代に受けた塾の講義や、文系向け講義）
ただし、反復学習で理解が脳に染み付く段階に進むことは重要。

② 最後までやり切る力の育成 
精選した課題で良いので、時間をかけて考えさせる訓練が要る。
ただし、やっていることの先に待っているものを示す必要あり。

 
③ チャレンジ精神の育成
答えのある問題を解けるようになることや、入試に通ることのみが
目標でないことを理解させる必要あり。将来、見たことのない問題に
対処する物理的思考法を身につけることが最終目標。

大学で一から教え直すのであまり影響ない。
高校で物理の本質からはずれた勉強法を
身に着けてしまうと、大学の物理に順応できない



高校生に対する取り組み
Saturday Afternoon Physics （SAP)

 

高校物理における
（１）暗記に頼った知識偏重の教育
（２）体験学習の不足

を少しでも改善したい

講義：ミクロからマクロまで物理学全体を俯瞰する講義
コーヒーブレイク：講義内容と連動した体験学習

物理学の各分野を巡り、その思想に触れる。
基礎から最先端の物理研究の紹介まで
高校ではなかなか行えない体験学習の場を提供する
物理学に対する興味を持ち続けてもらうことが目標

欧米で先行している Saturday Morning Physics (SMP) を
手本にして始められ既に１０数回行われている取り組み

SAP をやってみて
わかったこと

 

高校生一年生の参加者が多い
女子学生の参加数が多い
物理学に対する興味はすごい
より進んだ知識を渇望している

高校三年生までこのモチベーションを維持できているのか？
物理を志望する学生の女性比率が著しく低くなるのはなぜ？
これらの答えはすべて高校の物理教育にあるはず。

生じた疑問



本年度の Saturday Afternoon Physics

 

10/14
(1) 入学式
(2) 自然界をめぐる旅へのいざない　藤田佳孝 ( 核物理研究センター )
(3) コーヒーブレイク：身の回りの物理を体験しよう 
      久保等 ( 工 ) ，藤田佳孝 ( 核物理研究センター ) ，技術部職員
(4) 宇宙への旅立ち ‒ 宇宙のどこかにある第 2 の地球と生命を探す旅 ‒　芝井広（理）

10/21
(1) 量子の世界への旅立ち ‒ 光の物理から量子力学へ ‒ 　渡辺純二（生命）
(2) コーヒーブレイク：分光計で見る量子の世界　福田光順（理）
(3) 物質の世界への旅立ち ‒ 電子一個を制御する ‒ 　小林研介（理）

10/28 （吹田キャンパス見学）
(1) 工学研究科研究科長挨拶
(2) 吹田施設見学（工学研究科，核物理研究センター，レーザーエネルギー学研究センター）

11/4
(1) 原子核・素粒子の世界への旅立ち ‒ ミクロな世界：不思議な原子核の話 ‒ 小田原厚子（理）
(2) コーヒーブレイク：霧箱を作って放射線を見よう 
      高久圭二 ( 核物理研究センター），高橋成人 ( 京都府立医科大学 )
(3) 修了式

Saturday Afternoon
   Physics 2017

最先端の物理を高校生に

最先端の物理を高校生に

4週間で

■場所：大阪大学 豊中キャンパス

毎週土曜日（4週連続） 15：00～18：00

■募集対象：高校生　■参加費：無料
■募集人数：180名（先着順）
［主 催］大阪大学大学院理学研究科
［共 催］大阪大学大学院工学研究科、基礎工学研究科、全学教育推進機構、
 核物理研究センター、レーザー科学研究所
［後 援］大阪府教育委員会、京都府教育委員会、奈良県教育委員会、兵庫県教育委員会、
 京都市教育委員会、大阪府高等学校理化教育研究会、
 日本物理教育学会近畿支部、総合学術博物館湯川記念室、
 大阪大学グローバルサイエンスキャンパス（SEEDSプログラム）、朝日新聞社
［協 力］大阪大学21世紀懐徳堂
［協 賛］工研電子産業株式会社

http://www-yukawa.phys.sci.osaka-u.ac.jp/SAP/

10 1114 4

大阪大学豊中キャンパス

場所

10  14 11  4毎週土曜日（4週連続）15:00～18:00

Saturday Afternoon
   Physics 2017

1最 先 端 の 物 理 を 高 校 生 に最 先 端 の 物 理 を 高 校 生 に

8:00

■お問い合わせ
〒560-0043 豊中市待兼山町1-1
大阪大学 大学院理学研究科 物理学専攻 SAP事務局
TEL：06-6850-5341　E-mail：sap2017@phys.sci.osaka-u.ac.jp

■申し込み先

QRコードから入れない場合は
下記URLからアクセスして下さい。

http://www-yukawa.phys.sci.osaka-u.ac.jp/SAP/

石橋口

正門

大阪大学
豊中キャンパス石橋駅

柴原駅

蛍池駅

阪
急
宝
塚
線

至 梅田

至 千里中央
（大阪大学吹田キャンパス方面）

大阪モノレール

大阪中央環状線

至 宝塚 至 箕面

大阪国際空港

市立豊中病院

大阪空港駅

［アクセス］
●電車（阪急宝塚線）
石橋駅 下車
東へ徒歩約 25 分
●モノレール
大阪モノレール柴原駅 下車
徒歩約 7分

5:

参加者の声参加者の声
STUDENTS

’VOICE

最初は、大学の講義ということで、
難しく、理解できないかもしれな
いと思っていたのですが、受けて
みるととても興味をひかれる内容
でした。実験を通して、なぜこうな
るのかなど考えることが出来て、
とてもおもしろかったです。

実際に見て、触れて、物理の本質
的な楽しさを感じることができて
とても良かったです。
SAPに参加して、同じ興味をもっ
た人がたくさんいることがわかっ
て嬉しかったです。コーヒーブレ
イクの時間に友人の輪を広げるこ
とができました。

コーヒーブレイクで、分光器や
霧箱を手づくりして楽しかった
です。分光器が簡単に作れて驚
きました。霧箱も、まさか、アル
ファ線が目に見えるなんて思っ
てもみませんでした。SAPに参
加して良かったです。

原子核や素粒子の話を、とてもウキ
ウキして聞きました。宇宙という大
きな話とは全く違うことを学ぶのか
と思っていたら、原子核の見方をす
ると、星や宇宙と私たちはつながっ
ているという話でした。物理の目線
で見ると、全てがつながっているこ
とがよくわかりました。

■参加申し込み方法 
Web ページの申し込みの項に必要事項をご記入ください。（先着順）
教職員・保護者のオブザーバー参加が可能です。（事前申し込みが必要。人数制限有り）

必要な
記入事項

●氏名（フリガナ）
●年齢
●学校名・学年

●自宅住所・郵便番号
●申し込みの動機
●4回のうちどうしても参加できない日

申し込み期限 2017年9月18日（月）※ただし、定員になりしだい締め切ります。 

■プログラム（予定） ̶宇宙から極微の世界まで̶

自然界をめぐる旅へのいざない
身の回りの物理を体験しよう
宇宙への旅立ち

10
14

10
21

10
28

11
4 修了認定者には修了証書を授与します。

講　義

講　義

コーヒーブレイク

量子の世界への旅立ち
分光計で見る量子の世界
物質の世界への旅立ち

講　義

講　義

コーヒーブレイク

吹田キャンパス見学会
工学研究科、核物理研究センター、
レーザー科学研究所

施設見学

原子核・素粒子の世界への旅立ち
霧箱を作って放射線を見よう
修了式

講　義

コーヒーブレイク
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【研究室訪問】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



高大連携物理教育セミナー 基礎工学研究科研究室訪問 報告 

日時：２０１７年８月８日（火）10-12時 

場所：基礎工学研究科および基礎工学研究科付属極限センター 各研究室 

 

 高大連携物理教育セミナーにおける企画として、基礎工学研究科 物質創成専攻 物性系

（物性物理工学領域＋未来物質領域物性系）研究室訪問を行いました。これは基礎工学部

電子物理科学科物性物理科学コースの８研究室から２研究室を１研究室あたり４０分程度

の時間で訪問してもらい最先端の物性研究の説明・装置見学・簡単な実習などを行ってい

ただくものです。分野としては、物理の中でも物性物理と括られますが応用に近い内容か

ら基礎的な内容まで多岐にわたり、基礎的でも意外と応用に近い研究室もあります。キー

ワードとしては、超伝導・光物性・シンクロトロン放射光・構造物性・超高圧・計算物質

科学・量子情報等となりました。研究室見学先については、あらかじめ各研究室から提示

した簡単な内容紹介をまとめた要領を開催の案内と同時に送付・周知ししました。参加予

定の方から研究室訪問の前日までに第４希望程度までを書いていただいた調査票を提出い

ただいたうえで、世話人の関山がとりまとめて割り振り、８／８当日直前に各研究室に連

絡しました。今回１３名の方が参加しました。 

 当日は、まずセミナー会場であるシグマホールにて関山が基礎工学部物性コースの全体

説明（別添）を１５分程度で行いました。見学先の各研究室より引率者１名（教員、学生、

職員）に全体説明終了までにシグマホールに来てもらうよう手配しており、全体説明終了

後すぐに参加者は１回目見学先研究室への引率者のもとに集まって、そのまま見学先に向

かいました。参加者には関山が作成した基礎工建物内地図およびメンバー／時間割り振り

表を配布しておき、１回目見学先から２回目見学先への移動は原則１０分間の移動・休憩

時間中に参加者各自で行っていただきました。２回目の見学後現地解散（昼休み）と全体

説明の際にアナウンスし、各自解散されました。過去の反省を生かし、１→２回目の研究

室の移動については可能な範囲で関山が各研究室を回って案内・１回目見学先の先生にも

ご協力いただいて見学者の方を案内・指示いただくことで昨年までよりはスムーズな移動

ができたように思います。 

 参加された高校の先生方は概ね熱心に説明を聞き、実験装置に興味をもっていただけた

ようです。スライドでの説明後装置見学という研究室では、装置見学の方にむしろ熱心な

参加者もおられ、４０分では少し時間が足りないところもあったようですが、概ね適切な

時間配分だったのではないかと思っております。 

 



研究室訪問の様子 

  

     井元研（井元教授）           若林研（若林准教授） 

 

  

     草部研（草部准教授）           鈴木研（三輪准教授） 

 

  

     石原研（石原教授）          光圧捕捉のデモ機（石原研） 

 



  

     椋田研（椋田准教授）          関山研（木須准教授） 

 

この他に、清水研究室（基礎工学研究科科学センター）も参加して説明を行いました。 

ご協力頂いた先生方および参加された先生方、どうもありがとうございました。 
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To deal with spatially varying heterostructure systems,
we utilize an adiabatic approach. That is, as long as
there is a finite energy gap which separates the ground
state and the first excited states, the interface struc-
ture can be smoothly deformed to the slowly varying
one. In the slowly varying structure, the position op-
erator ẑ in the Hamiltonian can be treated as a parame-
ter (adiabatic parameter) independent of 3D momentum
k, which parametrizes the spatial inhomogeneity of the
heterostructure. Then, the magnetoelectric polarization
P3(z) is constructed from the adiabatic Hamiltonian of
the heterostructure system, H̃(k, z). H̃(k, z) interpolates
between the bulk Hamiltonian of the CS TI, H(k), and
that of the CSB trivial insulator, HCSB(k), when z is
varied; i.e. H̃(k, z) = H(k) when z is a point in the
bulk of the CS TI, and H̃(k, z) = HCSB(k) when z in the
bulk of the CSB trivial insulator. The adiabatic approach
was exploited before to derive electromagnetic responses
of the TRI Z2 TIs from the axion field theory [3, 14].
Our strategy is to extend the adiabatic argument for the
Z2 non-triviality to the Z nontrivial electromagnetic re-
sponses. We, first consider the quantum anomalous Hall
effect. We note that in the heterostructure junction sys-
tem, the anomalous Hall effect caused by surface Dirac
fermions is obtained by integrating z-direction under a
z-independent electromagnetic field,

Ssurf [A(t, x, y)]

=
e2

2π!c

(
∫ z1

z0,C

dz
dP3(z)

dz

)
∫

dtd2xϵµνρAµ∂νAρ.
(2)

Here z0 (z1) is a point in the CS TI (CSB trivial in-
sulator), and C is a path of z-integral. Hence the Hall
conductivity is given by,

σH =
e2

2π!

∫ z1

z0,C

dz
dP3(z)

dz
=

e2

h

∫ z1

z0,C

dP3(z). (3)

There are two important remarks. First, although the
magnetoelectric polarization P3 is gauge-invariant only
for mod 1, the line integral of a small difference of P3(z) is
fully gauge-invariant. Second, σH is determined not only
by the bulk magnetoelectric polarization at the point z0
and that at the point z1, but also by a homologous equiv-
alence class of the path C. This means that σH depends
on the microscopic structure of the interface, and is not
protected solely by the bulk topology. The concrete path
C is determined by the signs of the mass gaps of Dirac
fermions on the surface of the CS TI. In our system, the
mass gaps are generated by the chiral-symmetry break-
ing field induced by the CSB trivial insulator at the sur-
face [15]. Here, we consider the case that the sign of the
chiral-symmetry breaking field, and hence, that of the
induced mass gaps are uniform on the interface between
the CS TI and the CSB trivial insulator. More precisely,
the Hamiltonian HCSB(k) satisfying the this condition is
generally expressed as HCSB(k) = H0(k) + α(k)Γ where

FIG. 1: Heterostructure composed of a CS TI (or a CS TSC)
and trivial insulators (or superconductors) with Hamiltonian
H = ±Γ. Arrows represent chiral gapless modes at the inter-
face edge (a) or the line defect (b)

α(k) > 0 (or < 0) for any k, and Γ is the chiral symmetry
operator mentioned before, and H0(k) does not generate
mass gaps of the surface Dirac fermions. It is noted that
Γ itself plays the role of a chiral-symmetry breaking field.
Then the winding number N3 for H(k) and the magneto-
electric polarization P3(z) for the adiabatic Hamiltonian
H̃(k, z) satisfies the following relation,

∫ z1

z0,C

dP3(z) = ±
N3

2
. (4)

This relation is one of our central findings. Eq.(4)
is proved as follows. Since the magnetoelectric polar-
ization of the CS TI with the winding number N3 is
P3 = N3

2 mod 1, the value of P3(z = z0) is fixed by
chiral symmetry. Also, as mentioned above, the value of
P3(z = z1) in the CSB trivial insulator is fixed to be zero.
Due to these fixed boundary values,

∫ z1
z0,C

dP3(z) is adia-
batically invariant, which means that this quantity is not
changed unless the energy gap between the ground state
and first excited state closes. Thus, we can deform H̃ to
a flat band system : H̃2 = 1. Note that HCSB(k) men-
tioned above is deformed to HCSB = ±Γ without closing
the energy gap. Then, the adiabatically equivalent class
of flat band Hamiltonian H̃ is given by

H̃(k, θ) = cos θQ(k)± sin θΓ, (5)

where Q(k) = 1 − 2P (k), and P (k) is a projection
to the occupied bands of H(k), and θ monotonically
changes from θ = 0 to θ = π/2, as z changes from z0
to z1. It is straightforward to show dP3

dθ
= 1

8π2 trF2 =

± 1
64π2 tr

[

ΓQ (dkQ)3
]

∧ cos3 θdθ. Thus, with the expres-

sion for the winding number in 2n+1 spatial dimensions
[16],

N2n+1 =
(−1)n

(2πi)n+12n+1(2n+ 1)!!

∫

tr ΓQ (dQ)2n+1 ,

(6)

we arrive at Eq.(4).
Using Eqs.(4) and (3) together, we can readily obtain

the remarkable result that the winding number N3 can
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of the fermionic atom with pseudospin ! ¼ ð"; #Þ at site
i ¼ ðix; iyÞ, and c s the gap function. x̂ (ŷ) is a basic
lattice vector along the x (y) axis. H SO is an effective
Rashba type SO interaction [19]. We will discuss later the
method of generating the Rashba SO interaction for neutral
atoms via laser fields. We also introduce the chemical
potential " and the Zeeman term induced by a magnetic
field h. In the momentum space, the Hamiltonian is recast
into H ¼ 1

2

P
kðcyk ; c$kÞH ðkÞðck; cy$kÞT with cyk ¼

ð1=
ffiffiffiffi
V

p
ÞPie

ikiðcyi"; cyi#Þ, and

H ðkÞ ¼ #k $ h!z þ gk & ! ic s!y

$ic s!y $#k þ h!z þ gk & !'

" #
;

(2)

where #k ¼ $2tðcoskx þ coskyÞ $", gk ¼ 2$ðsinky;
$ sinkxÞ, and ! ¼ ð!x;!yÞ the Pauli matrices.

As mentioned in the introduction, the non-Abelian to-
pological order is characterized by the existence of gapless
chiral edge states propagating only in one direction and the
existence of the non-Abelian anyons [5]. The former is also
associated with the nonzero Chern number [20]. In the
following, we demonstrate that these features are indeed
realized in the system (1) when a certain relation among",
h, and c s holds [Eq. (5) below].

A key observation of our analysis is that the Hamiltonian
H ðkÞ is unitary equivalent to the following ‘‘dual’’
Hamiltonian H DðkÞ,

H DðkÞ ¼ c s $ h!z $i#k!y $ igk & !!y

i#k!y þ igk!y! $c s þ h!z

" #
;

(3)

with the unitary transformation

H DðkÞ ¼ DH ðkÞDy; D ¼ 1ffiffiffi
2

p 1 i!y
i!y 1

" #
: (4)

From Eq. (3), it is found that the Rashba SO interaction
gk & ! in the original HamiltonianH ðkÞ is formally trans-
formed into a ‘‘p-wave SF gap’’ with the d vector, dD

k (

$gk, in the dual Hamiltonian H DðkÞ. However, this does
not necessarily mean that the topological properties of
H ðkÞ are the same as those of a p-wave SF, since
H DðkÞ has a nonstandard constant kinetic term #Dk (
c s. A similar p-wave SF state with a constant kinetic
energy term was considered before in the context of the
quantum-Hall effect (QHE) state [5]. An important feature
of (3) is that the topological order emerges when ", h, and
c s satisfy

c 2
s þ #ð0; 0Þ2 < h2 < c 2

s þ #ð%; 0Þ2; (5)

with #ðkx; kyÞ ( #k. Here note that although the condition
(5) implies the Zeeman energy larger than the BCS gap c s,
the superfluidity is stable when $ ) h [21]. This stability
is specific to neutral atomic systems. For electron systems,
such large magnetic fields usually destroy superconductiv-
ity via an orbital depairing effect.
Let us first examine edge states in our model. Figure 1

illustrates the energy bands obtained by diagonalizing the
lattice Hamiltonian (1) with the open boundaries at ix ¼ 0,
L for various h. Here we have taken the periodic boundary
condition in the y direction, and ky 2 ½$%;%+ is the lattice
momentum in the y direction. By increasing h from zero
adiabatically, it is found that the bulk energy gap closes at

h ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
c 2

s þ #ð0; 0Þ2
p

[Fig. 1(b)], then, for h satisfying (5),
a gapless edge mode with a linear dispersion E, cky (E,
$cky) localized on the one edge (the other edge) appears
between the bulk energy gap [Fig. 1(c)]. This chiral edge
state is stable against any weak local perturbations pro-
vided that there exists the nonzero Chern number; i.e., the
topological number equivalent to the total number of gap-
less chiral edge modes, which was first introduced in the
case of the QHE states [20]. We calculated the Chern
number Q for H ðkÞ or equivalently H DðkÞ. [Since the
Chern number is calculated from the Berry curvature in the
momentum space, it is not affect by the unitary transfor-
mation D which is independent of k, ensuring the topo-
logical equivalence between (2) and (3).] We found that
Q ¼ 1 when the condition (5) is satisfied [22]. This is
consistent with the numerical results for edge states shown
above.
We now demonstrate that there exist the non-Abelian

anyons in our system. For this purpose, we solve the
Bogoliubov–de Gennes (BdG) equation for a single vortex:
If there exists a single Majorana fermion zero mode for
each vortex, vortices obey the non-Abelian statistics [5,6].
We use the dual Hamiltonian H D to solve the BdG equa-
tion, then construct a solution in the original Hamiltonian
H by using the duality transformation (4). For simplicity,
we assume #ð0; 0Þ ¼ 0 for the time being. Then, low-
energy properties are governed by fermions on the Fermi
surface, which is split into jkj, 0 and jkj, $=t by the SO
interaction, but the larger Fermi surface (jkj, $=t) can be
neglected for the zero mode [22]. Thus, we concentrate on
fermions with k - ð0; 0Þ, for whichH DðkÞ is decomposed

a) b) c)
E E E

ky ky ky-π -π -ππ π π

FIG. 1 (color online). The band energy of the lattice
Hamiltonian (1) with edges at ix ¼ 0 and ix ¼ 50 ð¼ LÞ. Here
ky 2 ½$%;%+ denotes the momentum in the y direction. We set
t ¼ 1, " ¼ $4, $ ¼ 0:5, and c ¼ 0:5. h are (a) h ¼ 0,
(b) h ¼ 0:5, (c) h ¼ 0:8. The red thin line indicates a gapless
chiral edge mode localized on the one side and green thick line a
gapless chiral edge mode on the other side. They appear forffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
c 2 þ #ð0; 0Þ2

p
< h<

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
c 2 þ #ð0;%Þ2

p
.
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To deal with spatially varying heterostructure systems,
we utilize an adiabatic approach. That is, as long as
there is a finite energy gap which separates the ground
state and the first excited states, the interface struc-
ture can be smoothly deformed to the slowly varying
one. In the slowly varying structure, the position op-
erator ẑ in the Hamiltonian can be treated as a parame-
ter (adiabatic parameter) independent of 3D momentum
k, which parametrizes the spatial inhomogeneity of the
heterostructure. Then, the magnetoelectric polarization
P3(z) is constructed from the adiabatic Hamiltonian of
the heterostructure system, H̃(k, z). H̃(k, z) interpolates
between the bulk Hamiltonian of the CS TI, H(k), and
that of the CSB trivial insulator, HCSB(k), when z is
varied; i.e. H̃(k, z) = H(k) when z is a point in the
bulk of the CS TI, and H̃(k, z) = HCSB(k) when z in the
bulk of the CSB trivial insulator. The adiabatic approach
was exploited before to derive electromagnetic responses
of the TRI Z2 TIs from the axion field theory [3, 14].
Our strategy is to extend the adiabatic argument for the
Z2 non-triviality to the Z nontrivial electromagnetic re-
sponses. We, first consider the quantum anomalous Hall
effect. We note that in the heterostructure junction sys-
tem, the anomalous Hall effect caused by surface Dirac
fermions is obtained by integrating z-direction under a
z-independent electromagnetic field,

Ssurf [A(t, x, y)]

=
e2

2π!c

(
∫ z1

z0,C

dz
dP3(z)

dz

)
∫

dtd2xϵµνρAµ∂νAρ.
(2)

Here z0 (z1) is a point in the CS TI (CSB trivial in-
sulator), and C is a path of z-integral. Hence the Hall
conductivity is given by,

σH =
e2

2π!

∫ z1

z0,C

dz
dP3(z)

dz
=

e2

h

∫ z1

z0,C

dP3(z). (3)

There are two important remarks. First, although the
magnetoelectric polarization P3 is gauge-invariant only
for mod 1, the line integral of a small difference of P3(z) is
fully gauge-invariant. Second, σH is determined not only
by the bulk magnetoelectric polarization at the point z0
and that at the point z1, but also by a homologous equiv-
alence class of the path C. This means that σH depends
on the microscopic structure of the interface, and is not
protected solely by the bulk topology. The concrete path
C is determined by the signs of the mass gaps of Dirac
fermions on the surface of the CS TI. In our system, the
mass gaps are generated by the chiral-symmetry break-
ing field induced by the CSB trivial insulator at the sur-
face [15]. Here, we consider the case that the sign of the
chiral-symmetry breaking field, and hence, that of the
induced mass gaps are uniform on the interface between
the CS TI and the CSB trivial insulator. More precisely,
the Hamiltonian HCSB(k) satisfying the this condition is
generally expressed as HCSB(k) = H0(k) + α(k)Γ where

FIG. 1: Heterostructure composed of a CS TI (or a CS TSC)
and trivial insulators (or superconductors) with Hamiltonian
H = ±Γ. Arrows represent chiral gapless modes at the inter-
face edge (a) or the line defect (b)

α(k) > 0 (or < 0) for any k, and Γ is the chiral symmetry
operator mentioned before, and H0(k) does not generate
mass gaps of the surface Dirac fermions. It is noted that
Γ itself plays the role of a chiral-symmetry breaking field.
Then the winding number N3 for H(k) and the magneto-
electric polarization P3(z) for the adiabatic Hamiltonian
H̃(k, z) satisfies the following relation,

∫ z1

z0,C

dP3(z) = ±
N3

2
. (4)

This relation is one of our central findings. Eq.(4)
is proved as follows. Since the magnetoelectric polar-
ization of the CS TI with the winding number N3 is
P3 = N3

2 mod 1, the value of P3(z = z0) is fixed by
chiral symmetry. Also, as mentioned above, the value of
P3(z = z1) in the CSB trivial insulator is fixed to be zero.
Due to these fixed boundary values,

∫ z1
z0,C

dP3(z) is adia-
batically invariant, which means that this quantity is not
changed unless the energy gap between the ground state
and first excited state closes. Thus, we can deform H̃ to
a flat band system : H̃2 = 1. Note that HCSB(k) men-
tioned above is deformed to HCSB = ±Γ without closing
the energy gap. Then, the adiabatically equivalent class
of flat band Hamiltonian H̃ is given by

H̃(k, θ) = cos θQ(k)± sin θΓ, (5)

where Q(k) = 1 − 2P (k), and P (k) is a projection
to the occupied bands of H(k), and θ monotonically
changes from θ = 0 to θ = π/2, as z changes from z0
to z1. It is straightforward to show dP3

dθ
= 1

8π2 trF2 =

± 1
64π2 tr

[

ΓQ (dkQ)3
]

∧ cos3 θdθ. Thus, with the expres-

sion for the winding number in 2n+1 spatial dimensions
[16],

N2n+1 =
(−1)n

(2πi)n+12n+1(2n+ 1)!!

∫

tr ΓQ (dQ)2n+1 ,

(6)

we arrive at Eq.(4).
Using Eqs.(4) and (3) together, we can readily obtain

the remarkable result that the winding number N3 can
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of the fermionic atom with pseudospin ! ¼ ð"; #Þ at site
i ¼ ðix; iyÞ, and c s the gap function. x̂ (ŷ) is a basic
lattice vector along the x (y) axis. H SO is an effective
Rashba type SO interaction [19]. We will discuss later the
method of generating the Rashba SO interaction for neutral
atoms via laser fields. We also introduce the chemical
potential " and the Zeeman term induced by a magnetic
field h. In the momentum space, the Hamiltonian is recast
into H ¼ 1

2

P
kðcyk ; c$kÞH ðkÞðck; cy$kÞT with cyk ¼

ð1=
ffiffiffiffi
V

p
ÞPie

ikiðcyi"; cyi#Þ, and

H ðkÞ ¼ #k $ h!z þ gk & ! ic s!y

$ic s!y $#k þ h!z þ gk & !'

" #
;

(2)

where #k ¼ $2tðcoskx þ coskyÞ $", gk ¼ 2$ðsinky;
$ sinkxÞ, and ! ¼ ð!x;!yÞ the Pauli matrices.

As mentioned in the introduction, the non-Abelian to-
pological order is characterized by the existence of gapless
chiral edge states propagating only in one direction and the
existence of the non-Abelian anyons [5]. The former is also
associated with the nonzero Chern number [20]. In the
following, we demonstrate that these features are indeed
realized in the system (1) when a certain relation among",
h, and c s holds [Eq. (5) below].

A key observation of our analysis is that the Hamiltonian
H ðkÞ is unitary equivalent to the following ‘‘dual’’
Hamiltonian H DðkÞ,

H DðkÞ ¼ c s $ h!z $i#k!y $ igk & !!y

i#k!y þ igk!y! $c s þ h!z

" #
;

(3)

with the unitary transformation

H DðkÞ ¼ DH ðkÞDy; D ¼ 1ffiffiffi
2

p 1 i!y
i!y 1

" #
: (4)

From Eq. (3), it is found that the Rashba SO interaction
gk & ! in the original HamiltonianH ðkÞ is formally trans-
formed into a ‘‘p-wave SF gap’’ with the d vector, dD

k (

$gk, in the dual Hamiltonian H DðkÞ. However, this does
not necessarily mean that the topological properties of
H ðkÞ are the same as those of a p-wave SF, since
H DðkÞ has a nonstandard constant kinetic term #Dk (
c s. A similar p-wave SF state with a constant kinetic
energy term was considered before in the context of the
quantum-Hall effect (QHE) state [5]. An important feature
of (3) is that the topological order emerges when ", h, and
c s satisfy

c 2
s þ #ð0; 0Þ2 < h2 < c 2

s þ #ð%; 0Þ2; (5)

with #ðkx; kyÞ ( #k. Here note that although the condition
(5) implies the Zeeman energy larger than the BCS gap c s,
the superfluidity is stable when $ ) h [21]. This stability
is specific to neutral atomic systems. For electron systems,
such large magnetic fields usually destroy superconductiv-
ity via an orbital depairing effect.
Let us first examine edge states in our model. Figure 1

illustrates the energy bands obtained by diagonalizing the
lattice Hamiltonian (1) with the open boundaries at ix ¼ 0,
L for various h. Here we have taken the periodic boundary
condition in the y direction, and ky 2 ½$%;%+ is the lattice
momentum in the y direction. By increasing h from zero
adiabatically, it is found that the bulk energy gap closes at

h ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
c 2

s þ #ð0; 0Þ2
p

[Fig. 1(b)], then, for h satisfying (5),
a gapless edge mode with a linear dispersion E, cky (E,
$cky) localized on the one edge (the other edge) appears
between the bulk energy gap [Fig. 1(c)]. This chiral edge
state is stable against any weak local perturbations pro-
vided that there exists the nonzero Chern number; i.e., the
topological number equivalent to the total number of gap-
less chiral edge modes, which was first introduced in the
case of the QHE states [20]. We calculated the Chern
number Q for H ðkÞ or equivalently H DðkÞ. [Since the
Chern number is calculated from the Berry curvature in the
momentum space, it is not affect by the unitary transfor-
mation D which is independent of k, ensuring the topo-
logical equivalence between (2) and (3).] We found that
Q ¼ 1 when the condition (5) is satisfied [22]. This is
consistent with the numerical results for edge states shown
above.
We now demonstrate that there exist the non-Abelian

anyons in our system. For this purpose, we solve the
Bogoliubov–de Gennes (BdG) equation for a single vortex:
If there exists a single Majorana fermion zero mode for
each vortex, vortices obey the non-Abelian statistics [5,6].
We use the dual Hamiltonian H D to solve the BdG equa-
tion, then construct a solution in the original Hamiltonian
H by using the duality transformation (4). For simplicity,
we assume #ð0; 0Þ ¼ 0 for the time being. Then, low-
energy properties are governed by fermions on the Fermi
surface, which is split into jkj, 0 and jkj, $=t by the SO
interaction, but the larger Fermi surface (jkj, $=t) can be
neglected for the zero mode [22]. Thus, we concentrate on
fermions with k - ð0; 0Þ, for whichH DðkÞ is decomposed

a) b) c)
E E E

ky ky ky-π -π -ππ π π

FIG. 1 (color online). The band energy of the lattice
Hamiltonian (1) with edges at ix ¼ 0 and ix ¼ 50 ð¼ LÞ. Here
ky 2 ½$%;%+ denotes the momentum in the y direction. We set
t ¼ 1, " ¼ $4, $ ¼ 0:5, and c ¼ 0:5. h are (a) h ¼ 0,
(b) h ¼ 0:5, (c) h ¼ 0:8. The red thin line indicates a gapless
chiral edge mode localized on the one side and green thick line a
gapless chiral edge mode on the other side. They appear forffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
c 2 þ #ð0; 0Þ2

p
< h<

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
c 2 þ #ð0;%Þ2

p
.
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